Probléme 8. Soit (a,)nen une suite d’entiers relatifs définie par

v an si v/an, € N,
an41 =

a, +3
Alors

sinon.

Card{n|a,=3}=00 <«

ap =0 (mod 3).
Démonstration. Commengons par deux observations importantes :
1.

VkeN, k*#2 (mod3)
en effet, en écrivant les possibilités, on a

k 0|1
2 EBEE (mod 3).

2. Si ao

0 (mod 3) alors pour tout n € N, a, = 0 (mod 3). Et si ap Z 0 (mod 3) alors
pour tout n € N, a,, Z 0 (mod 3). Ces deux résultats s’obtiennent de la table des modulos
précédents et en remarquant que a, + 3 = a, (mod 3).

Faisons maintenant la preuve.

= On procede par contraposée. Si ag # 0 (mod 3) alors a,, # 3 et Card{n | a, =3} =0.

< Supposons ag = 0 (mod 3) et posons m € N tel que m := min{a, | n € N}. Il est clair que m

n’est pas un carré (sinon, le terme qui suit a, = m serait a,4+1 = v/m < m), donc le prochain
carré rencontré dans la suite (a, )nen aprés le terme a,, = m sera un des trois entiers suivants

([Vm] + D)%, ([Vm] +2)° ou (|vm]|+3)°

Par minimalité de m, on sait que

m< |vVm|+3<ym+3
Or,

m—yvm—3<0 & m<5.
Faisons une disjonction de cas pour chacun des entiers possibles.

1. Sim =0 (resp. m = 1), alors clairement a,, = 0 (resp. a,, = 1) pour tout n € N, ce qui
contredit ag > 1.

2. Les cas m = 2 et 4 ne vérifient pas a,, =0 (mod 3).

Donc m = 3. Or, s’il existe N € N tel que ay = 3 alors

an+1 =6, ant2=9 et ani3=3
et la suite devient périodique apres le rang V. Finalement

Card{n | a, = 3} = 0.

|:|
En fait, notre preuve donne méme une meilleure compréhension de la suite (a,),en

est ultimement périodique soit elle est ultimement arithmétique.

: soit elle



