
Problème 13. Soit P ∈ R[X] un polynôme de degré n ∈ N et de coefficient dominant α ∈ R∗.
Alors, il existe k ∈ [[0, n]] tel que

|P (k)| ≥ |α| n!2n ▷

On va utiliser l’application linéaire

∆ : R[X] → R[X], P → ∆P

avec ∆P (X) = P (X + 1)− P (X).

Lemme. Si P ∈ R[X] a degré n alors ∆P a degré n− 1.
De plus, si le coefficient dominant de P est α, celui de ∆P est nα.

Démonstration. Il suffit d’écrire explicitement. Soit
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On a bien que ∆P est de degré n− 1 et son coefficient dominant est αn


n

n− 1


= nαn.

On peut alors prouver par récurrence la proposition.

Démonstration. Supposons que la proposition soit vraie au rang n − 1. Et soit P un polynôme de
degré n et de coefficient dominant α. Alors, puisque ∆P est de degré n−1 et de coefficient dominant
nα, on a

∃0 ≤ k ≤ n− 1, |∆P (k)| ≥ |nα| (n− 1)!
2n−1 = |α| n!

2n−1 ▷

Maintenant, il suffit de remarquer que

|∆P (k)| = |P (k + 1)− P (k)| ≤ |P (k + 1)|+ |P (k)| ≤ 2max{|P (k + 1)|, |P (k)|}▷

On obtient en combinant les deux inégalités que

max (|P (k + 1)|, |P (k)|) ≥ |α| n!2n

ce qui permet d’affirmer que
∃0 ≤ k ≤ n, |P (k)| ≥ |α| n!2n ▷

Lemme. La borne |α| n!2n est optimale.
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Démonstration. Pour montrer qu’elle est optimale, il suffit de montrer qu’il existe des polynômes
Pn de degré n et de coefficient dominant αn qui vérient

max
0≤k≤n

|P (k)| = |αn|
n!
2n ▷

Pour cela, utilisons les polynômes interpolateurs de Lagrange pour construire Pn de degré n tel
que

Pn(k) = (−1)k▷

On a alors
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il est assez facile de voir que
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(i− k) = k!(n− k)!

On en déduit que le coefficient dominant de Pn est

αn =
n
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1
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On a alors
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Finalement, on a par construction

∀0 ≤ k ≤ n, |Pn(k)| = 1

et
|αn|

n!
2n = 2n

n!
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2n = 1▷

Ce qui montre bien la maximalité de la borne.
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