Probléme 13. Soit P € R[X] un polynéme de degré n € N et de coefficient dominant « € R*.
Alors, il existe k € [0,n] tel que

n!
PR 2 Jo] .
On va utiliser Iapplication linéaire
A:R[X] - R[X], P+~ AP
avec AP(X)=P(X +1) - P(X).

Lemme. Si P € R[X] a degré n alors AP a degré n — 1.
De plus, si le coefficient dominant de P est «, celui de AP est na.

Démonstration. 11 suffit d’écrire explicitement. Soit

n—1
P=aX"+ Zaka
k=0

on a

AP = P(X +1) — P(X)

= f:ak(x +1)F - f:akxk
k=0 k=0

L (B () r)

n
On a bien que AP est de degré n — 1 et son coefficient dominant est an< 1) = nay,. O
o

On peut alors prouver par récurrence la proposition.

Démonstration. Supposons que la proposition soit vraie au rang n — 1. Et soit P un polynome de
degré n et de coefficient dominant . Alors, puisque AP est de degré n—1 et de coefficient dominant

nao, on a

(n—1)! n!

V<k<n-1, |AP(k)| > |nq| = |al

on—1 2n—1'

Maintenant, il suffit de remarquer que
|AP(k)| = [P(k+1) — P(k)| < |P(k+ 1)| + |[P(F)| < 2max{[P(k + 1)|, |[P(k)}.

On obtient en combinant les deux inégalités que

n!
max (|P(k + 1), [P(k)]) 2 lal 5
ce qui permet d’affirmer que
|
0<k<n, |PE)> |a|%.

n!
Lemme. La borne |O‘|2_n est optimale.
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Démonstration. Pour montrer qu’elle est optimale, il suffit de montrer qu’il existe des polynémes
P, de degré n et de coefficient dominant a,, qui vérifient

n!
Olgggan(k)l = |O‘n|2_n'

Pour cela, utilisons les polynémes interpolateurs de LAGRANGE pour construire P, de degré n tel
que
Py(k) = (=),

On a alors
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il est assez facile de voir que
(—DF]JG = k) = k(n— k)
iz

On en déduit que le coefficient dominant de P,, est

- 1
An = ;;o Kl(n— k)

On a alors
~ n! " /n
k=0 k=0

Finalement, on a par construction

et
nl 2" nl
onlgn = Srgn =
Ce qui montre bien la maximalité de la borne. O
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